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KAPITEL 0

Einfiihrung

8§ 1 Grundbegriffe

Allgemeines beschrénktes Optimierungsproblem

Minimiere f(z) tiber z € 0 (Zielfunktion)
sodass h;(z) =0, i €& (Gleichungsnebenbedingungen)
und g;(z) <0, i€ (Ungleichungsnebenbedingungen)

(1.1)
2 heift Grundmenge und = die Variable(n) der Aufgabe. Sei

e Q CR”
e f. g, h; : R" — R hinreichend glatte Funktionen (2-mal stetig diff.bar)
e £ und 7 endliche (ggf. leere) Indexmengen.

Definition 1.1
Die Menge

X={zeQ:h(x)=0 firallei € &, gi(x) <0 firallei e}
heifit zulidssige Menge, = € X zulissiger Punkt.

(a) Ein 2* € X heifit globales Optimum, wenn gilt:

f(z*) < f(x) fir alle z € X.
(b) Ein globales Optimum heifit strikt, wenn gilt:

f(z*) < f(x) firallex € X, =z #x".

(c) Ein z* € X heifit lokales Optimum, wenn es eine Umgebung U (z*) gibt,
sodass gilt:

f(z*) < f(x) fir allez € X NU(z").
(d) Ein lokales Optimum heifit strikt, wenn gilt:

f(z*) < f(x) furallez € XNU(z"), z#z"

Ein Optimum nennt man auch Minimum, Minimalstelle oder Lésung von (1.1).
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Fragestellungen:

e Wann existieren Optimallésungen 7
e Wie tiberpriift man Optimalitidt ? (~» Optimalitdtsbedingungen)
e Wie kann man Optimallésungen nédherungsweise numerisch bestimmen ?

e Wie konstruiert man effiziente Algorithmen?

Beispiel 1.2 (Angebotsauswertung)

Ein Pharma-Unternehmen will eine bestimmte Menge M einer Basischemikalie ein-
kaufen und holt dazu Angebote von n Lieferfirmen ein, von denen keine die gewiinsch-
te Gesamtmenge alleine liefern kann. Anbieter ¢ liefert maximal m;, wobei der Preis
fi(z;) von der Bestellmenge z; abhéngt. [f; wird i.d.R. monoton wachsend sein und
evtl. nichtlinear.] Die minimalen Beschaffungskosten ergeben sich durch Lésung der
folgenden Optimierungsaufgabe:

min  f(x) := Zfl(xz), r e R"

sodass Zmz =M (1.2)
i=1

und 0<x; <m;, i=1,...,n.

Beispiel 1.3 (Parameteridentifizierungsproblem)
Eine an einer Feder befestigte Masse bewegt sich unter dem Einfluss von Dampfung
geméaf der Differentialgleichung

my +ry + ky = 0.
In einem Experiment mit Anfangsanregung

y(0) =y,  9(0)=0

soll zu verschiedenen Zeitpunkten ¢;, i = 1,..., N die Auslenkung y; gemessen wer-
den. Daraus sollen bei bekannter Masse m die unbekannten Dampfungs- und Feder-
konstanten (Parameter) r und k bestimmt werden.

Wir setzen x := (r, k). Die Losung der Differentialgleichung zum Zeitpunkt ¢ mit
obigen Anfangsbedingungen wird mit y(¢;x) bezeichnet, um die Abhéngigkeit von
den zu bestimmenden Parametern z zu verdeutlichen. Wir formulieren folgende

Aufgabe:
1 N
min  f(z) = 3 > lyltsx) —wil’,  zeR? (1.3)
i=1

damit die Messwerte y; moglichst gut die Vorhersage der Position durch das Modell
y(t;; x) wiedergeben.

Motivation fiir diese ,Methode der kleinsten Quadrate“: Sind die Messfehler in den
Daten y; unabhéngig und identisch verteilt und folgen sie einer Normalverteilung,
so erhélt man durch Minimierung der Fehlerquadratsumme gerade den wahrschein-
lichsten Parameterwert x.
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Beispiel 1.4 (Optimalsteuerungsproblem)

ult)

O . Sl

o

1
X, (&)

Problemstellung: Der Wagen soll moglichst schnell zum Nullpunkt gesteuert werden
und dort stehenbleiben. Es seien

x1(t) : Position des Wagens (Masse = 1) zur Zeit ¢

x9(t) : Geschwindigkeit des Wagens

u(t) : Beschleunigung des Wagens, Steuerfunktion
)Y .

x(t) = (i;g)) : Zustand des Systems.

Die Dynamik des Systems ist nach dem zweiten Newton’schen Axiom (Kraft =
Masse x Beschleunigung) gegeben durch

i1 (t) = 2a(t) )
To(t) = ult)
z(0) = 29 € R* Anfangsbedingung > (1.4)

z(T) = (8) Endbedingung

u(t) € [-1,1]  Steuerbeschrinkung

Ziel: Bestimme eine stiickweise stetige optimale Steuerung w : [0,7] — R so, dass
die Endzeit 7' minimal wird unter den Beschrankungen (1.4).

Optimalsteuerungsprobleme sind unendlich-dimensionale (infinite) Optimierungs-
probleme, da die Optimierungsvariablen (Steuer-)Funktionen sind, also Elemente
eines unendlich-dimensionalen Vektorraums. Man kann sie mit Hilfe sog. direkter
numerischer Methoden behandeln, indem man die Steuerfunktionen parametrisiert
(z.B. durch Polynome approximiert) und dadurch auf einen endlich-dimensionalen
Raum mit endlich vielen Optimierungsvariablen projiziert (siche Ubung).

Optimalsteuerungsprobleme aus Biologie und Medizin werden in der Vorlesung Ein-
fiithrung in die Systembiologie vorgestellt. Dabei geht es z.B. darum, ein biologi-
sches System durch externe Manipulation in einen gewiinschten Zustand zu steuern
oder medizinische Behandlungsstrategien bzgl. eines gewiinschten Ziels zu optimie-
ren. Optimierung ist oft auch im Zusammenhang mit biotechnologischen Prozessen
von Bedeutung, in denen man z.B. die Syntheseausbeute eines Bioprodukts maxi-
mieren mochte.



8

0. EINFUHRUNG

Definition 1.5 (Klassifikation von Optimierungsproblemen)

(a) Die Optimierungsaufgabe (1.1) heifit frei oder unrestringiert, wenn £ =
T = () ist, andernfalls gleichungs- und/oder ungleichungs-restringiert
oder -beschrankt.

(b) Ungleichungsbeschrinkungen der Art
ZZSIISU“ i:17...,n
mit [; € RU {—oo} und r; € RU {oo} heien Box-Beschrinkungen.

(¢) Sind f, g und h (affin-)lineare Funktionen von z, so sprechen wir von linea-
rer Optimierung. Ein lineares Optimierungsproblem heifit auch lineares
Programm (LP), also z.B.

min c¢'z sodass Ar=0b und z >0.

(d) Sind allgemeiner f und alle g; konvexe Funktionen und sind alle h; wieder
(affin-)linear, so sprechen wir von konvexer Optimierung. Hierbei darf
auferdem noch €2 C R™ eine konvexe Teilmenge sein.

(e) Ist f ein quadratisches Polynom und sind g und h (affin-)linear, so sprechen
wir von quadratischer Optimierung. Ein quadratisches Optimierungs-
problem heifit auch quadratisches Programm (QP).

(f) Im allgemeinen Fall spricht man von nichtlinearer Optimierung und von
einem nichtlinearen Programm (NLP).



KAPITEL 1

Unbeschriankte Optimierung

Wir betrachten in diesem Kapitel das unrestringierte Optimierungsproblem (1.1)
mit Q =R" und £ =7 = 0, also

Minimiere f(z) {ber x € R".
Wir beschranken uns auf das Auffinden lokaler Optima. Im gesamten Kapitel 1 sei
f :R"™ — R mindestens einmal stetig differenzierbar.

§ 3 Optimalititsbedingungen

BalZl8% (Notwendige Bedingungen 1. Ordnung)
Sei z* ein lokales Minimum und f stetig differenzierbar in einer Umgebung U (z*).
Dann ist V f(z*) = 0.

Ist f stetig differenzierbar in einer Umgebung U(z) und gilt V f(x) = 0, so nennt
man x einen stationidren Punkt von f.

Beachte: Die Bedingung V f(x) = 0 ist keinesfalls hinreichend dafiir, dass z ein
lokales Minimum von f ist. Betrachte etwa f(z) = —z? bei 2* = 0.

882892 (Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung)

Es sei f zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U(z*), und es gelte
(a) Vf(z") =0
(b) V2f(z*) ist positiv definit (hinreichende Bedingung dafiir ist, dass alle Ei-
genwerte der Hesse-Matrix V2f(z*) positiv sind).

Dann ist z* ein striktes lokales Minimum von f.

8§ 4 Ein allgemeines Abstiegsverfahren

In den § 4-6 vernachléssigen wir zunéchst die Optimalitédtskriterien aus § 3 und
orientieren uns nur an den Funktionswerten von f.

Definition 4.1 (Abstiegsrichtung)
Ein Vektor d € R™ heifit Abstiegsrichtung von f im Punkt x € R"™, wenn es ein
a > 0 gibt mit

flz+td) < f(x) firallet e (0,a). ©

Idee: Suche entlang einer Abstiegsrichtung eine geeignete Schrittweite ¢, die f hin-
reichend verkleinert, und iteriere.

Lemma 4.2
Es seien z € R™ und d € R™ gegeben mit Vf(z)"d < 0. Dann ist d eine Abstiegs-
richtung von f in x.
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Beweis: Fiir die Richtungsableitung gilt

o flettd) — f)
6f (x:d) = lim t

=Vf(z)'d<O0.

Also gibt es ein a > 0 mit

f(x+td) — f(x)
t

<0 fiir alle t € (0, ).

OJ

Anschaulich bedeutet Vf(z)"d < 0, dass der Winkel zwischen der Richtung d und
dem negativen Gradienten —V f(x) kleiner als 90° ist.

Hohendimie
{2eR?: fl2)=gix) ]

_‘?;{{KJ

ABBILDUNG 4.1. Winkelbedingung beim Abstiegsverfahren

Beachte: Die Bedingung V f(z)"d < 0 ist nicht notwendig fiir eine Abstiegsrich-
tung. Etwa in einem strikten lokalen Maximum x sind alle Richtungen d # 0 Ab-
stiegsrichtungen, jedoch erfiillt wegen V f(z) = 0 keine Richtung d die Bedingung
Vf(z)'d<O0.

Bemerkung 4.3
Ist z kein stationdrer Punkt von f, so ist d = —V f(x) immer eine Abstiegsrichtung
von f in x.

Algorithmus 4.4 (Allgemeines Abstiegsverfahren)

. Wihle 2° € R™ und setze k := 0

while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
Bestimme eine Abstiegsrichtung d* von f in z
Bestimme eine Schrittweite ¢, > 0 mit f(a* + t; d*) < f(a*)
Setze x*t! .= ¥ + tpd* und k ==k + 1

end while

k

Der Algorithmus lisst viele Freiheiten bei der Wahl der Abstiegsrichtungen d* und
der Schrittweiten t;,. Wir lassen zunichst das Abbruchkriterium aufler Acht und
wollen stets annehmen, dass der Algorithmus eine unendliche Folge {z*} liefert.
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Definition 4.5 (Schrittweitenstrategie)

(a) Eine Abbildung 7" auf R™ x R", die jedem Paar (x,d) eine Teilmenge von
R* zuordnet, heifit Schrittweitenstrategie.

(b) Sie heiit wohldefiniert, wenn T'(x, d) # () ist fiir alle (z, d) mit V f(z)"d <
0.

(c) Sie heifit effizient, wenn es fiir alle (z,d) mit d Abstiegsrichtung von f in
x eine von x und d unabhéngige Konstante 6 > 0 gibt mit

o 1) < ) — o T4y

1l 1)

fir alle t € T'(z,d).

Wir nennen eine Schrittweite ¢ € T'(z,d) selbst effizient, wenn T effizient ist. Ein
Beispiel einer effizienten Schrittweitenstrategie werden wir in § 5 behandeln. Da
jeweils f entlang der Richtung d* ,,durchsucht“ wird, spricht man auch von Algo-
rithmen zur Liniensuche.

ISAIZ6) (Ein globaler Konvergenzsatz)
Es seien {z*}, {d*} und {t} durch Algorithmus 4.4 erzeugte Folgen mit folgenden

Eigenschaften:
(a) Die Schrittweiten ¢, > 0 sind effizient.

(b) Die Suchrichtungen d* erfiillen die sogenannte Winkelbedingung: Es exis-
tiert eine Konstante ¢ > 0 mit

= Vf@E@h)Td" > [V )] (4.2)

Dann ist jeder Hiaufungspunkt z* von {z*} ein stationiirer Punkt von f, erfiillt also

Vf(z*)=0.

Bemerkung 4.7

Fiir den Winkel ¢, zwischen der Suchrichtung d* und dem negativen Gradienten
—V f(a*) gilt

cos Vf(xk)Tdk
= — .
IV f (*)[]] ]
Die Winkelbedingung (4.2) besagt also, dass der Winkel zwischen d* und —V f(z%)
gleichméBig von 90° weg beschriankt bleibt. o

8§ 5 [Eine effiziente Schrittweitenstrategie: Armijo-Regel

Es stellt sich die Frage, wie man eine wohldefinierte und effiziente Schrittweitenstra-
tegie im Sinne von Definition 4.5 algorithmisch umsetzen kann. Die naheliegende
Minimierungsregel

,Bestimme t* :=t* . so, dass f(a* +tF, d¥) = Itn>1(1)1 f(@F + td¥) gilt® (5.1)

min min

ist zwar unter bestimmten Annahmen wohldefiniert und effizient, aber wegen ihres
Aufwands aufler in Sonderfiillen fiir f nicht praktikabel.
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Wir behandeln hier deshalb eine andere realisierbare Schrittweitenstrategie: Die
Armijo-Regel ist eine Bedingung, die einen hinreichenden Abstieg von f sichert.
Sie ist bestimmt durch die Parameter o € (0,1) und 5 € (0, 1) und die Startschritt-
weite s > 0. Zu (z,d) € R® x R® mit Vf(z)"d < 0 bestimme man

ty :=max{sf' :1=0,1,2,...},

sodass
flz+tad) < f(z)+ 0t Vf(x)'d (5.2)
gilt.

Man testet also die Schrittweiten s, s3, s3? etc., bis zum ersten Mal (5.2) erfiillt ist,
und liefert dann T'(x,d) = {t4} zuriick (,Backtracking®).

Zur Veranschaulichung fithren wir die Liniensuchfunktion
p(t) = f(z +td) (5.3)
ein. Es gilt: ¢ ist stetig differenzierbar in [0, 00) und
¢ (t) = Vf(x+td) d.
Also lautet die Armijo-Bedingung (5.2) alternativ

p(ta) < (0) + o ta@'(0). (5.4)

Jlx+td)

T T == f) + 5 £ 3Tl

04
{1—_

F.."s Ps S
ABBILDUNG 5.1. Darstellung der Armijo-Bedingung (5.2)

IBaIZI8M (Wohldefiniertheit und Effizienz der Armijo-Regel)
Es seien o € (0,1), 5 € (0,1) sowie s > 0 gegeben. Man kann unter sehr allgemeinen
Bedingungen beweisen, dass sie Armijo-Regel wohldefiniert und effizient ist.
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§ 6 Wahl der Suchrichtungen: Gradientenverfahren

Bisher haben wir uns im Zusammenhang mit dem allgemeinen Abstiegsverfahren
(Algorithmus 4.4) nur mit der Schrittweitenstrategie beschéftigt. In § 6 und § 7
folgen nun zwei Strategien, um die Suchrichtungen {d*} zu bestimmen.

Hier wéhlen wir zunéchst
die Richtung des steilsten Abstiegs von f.

Algorithmus 6.1 (Gradientenverfahren, Verfahren des steilsten Abstiegs)

1: Wihle 2° € R", 0 € (0,1), 8 € (0,1), € > 0 und setze k := 0
2: while |V f(z%)|| > ¢ do
3. Setze d* := —V f(2¥)
4:  Bestimme eine Schrittweite t; mit der Armijo-Regel mit der Startschrittweite
s=1,dh., t, :=max{f' : 1 =0,1,2,...}, sodass gilt:
flaP +td®) < f(aF) + oty VF(2F)Td
5. Setze 2"t i=a2F +tpd¥ und k= k + 1
6: end while

§ 6.1 Konvergenz bei quadratischer Zielfunktion

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenverfahrens zu untersuchen, wen-
den wir es auf eine quadratische Funktion f an:
1
fl@) =52 Qutclaty
mit @ € R" x R™ symmetrisch positiv definit (s.p.d.), ¢ € R™ und v € R. Die
eindeutige (globale) Losung der Aufgabe mingcgn f(x) ist

T =—-Q e, (6.1)

denn dies ist die einzige Losung der notwendigen Bedingungen (Satz 3.1), und die
hinreichenden Bedingungen (Satz 3.2) sind dort erfiillt. Natiirlich wird man das
Gradientenverfahren nur anwenden, wenn die direkte Berechnung von z* aus (6.1)
zu aufwendig ist [also @) zu groB ist oder nicht explizit vorliegt].

Im Fall der quadratischen Zielfunktion ldsst sich die exakte Schrittweite aus der
Minierungsregel (5.1)
koo . k k
im k-ten Schritt berechnen. Setzen wir
g =Vf(a") = Q" +e
so ergibt sich
t =tk — (9")"g"
e (gF)TQ g
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Wir wihlen also hier statt der Armijo-Regel in Algorithmus 6.1 stets die exakte
Schrittweite t~

Es seien A (@) und Aez(Q) > 0 der kleinste und groBite Eigenwert der s.p.d.
Matrix ) und
)\max(Q)

Kk = condy(Q) = o (Q)

die (spektrale) Konditionszahl von Q.

_ (Globaler Konvergenzsatz fiir quadratische Zielfunktionen)

Es sei ) s.p.d. Das Gradientenverfahren mit exakter Schrittweite t,,;, konvergiert

fiir jeden Startvektor 2 € R™ gegen das eindeutige globale Minimum z*, und es gilt
k—1

F = 1) < (S7) (G6h - )
o — 2 < Vi (S5) e - 7|

K+ 1

Methoda des steilsten Abstiegs (Gradienterverfabran) und Niveaulinien ven 0.5 * ™0 - ¢"x

-3t

-4t

5t

ABBILDUNG 6.1. Konvergenz des Gradientenverfahrens

Bemerkung 6.3
Fiir groBe Konditionszahlen x ist die Konvergenz sehr langsam (Zick-Zack-Effekt).

Zur Charakterisierung der Konvergenzgeschwindigkeit von Algorithmen fiithren wir
ein:

Definition 6.4 (Q-Konvergenzraten)
Sei {z"} C R" eine Folge und z* € R™.
(a) {2*} konvergiert gegen * (mindestens) g-linear, falls ein ¢ € (0, 1) existiert
mit
2" — 2*|| < ¢|l2® — 2*|| fiir alle k € N hinreichend grof
(b) {2*} konvergiert gegen z* (mindestens) g-superlinear, falls es eine Null-
folge {ex} gibt mit

Ja*! = 2] < e fle* =" fir alle k € N
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(c) Gilt 2% — 2*, so konvergiert {2*} gegen z* (mindestens) g-quadratisch,
falls ein C' > 0 existiert mit

2+ a7 < C " —o"|* fiw alle k € N °

§ 7 Wahl der Suchrichtungen: Newton-Verfahren

[Hier orientieren wir uns jetzt wieder an den notwendigen Bedingungen!]

In diesem Abschnitt wird f als zweimal stetig differenzierbar angenommen. Wir
betrachten wieder
min f(x). (7.1)

zeR™

Das Newton-Verfahren lasst sich auf zwei verschiedene Weisen motivieren:

(a) Die notwendige Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung lautet
Vf(z) =0,

siehe Satz 3.1. Wende zur Losung dieser i.A. nichtlinearen Gleichung das
Newton-Verfahren an. Wir erhalten die Iterationsvorschrift

$k+1 — :L"k _ sz($k)_1Vf($k)

(b) Im aktuellen Iterationspunkt z* ersetze man (7.1) durch die Minimierung
des quadratischen Modells

1
ae(w) = f(2*) + V(@) (@ = 2¥) + S (@ — ") 'V f (@) (@ = 2b). (7.2)
Ist die Hessematrix V2 f(x*) positiv definit, so ist das eindeutige Minimum
durch

0= Va(z) = Vf(@") + V*f(z")(z — 2F)
charakterisiert. Wir wéhlen die Losung dieser Aufgabe als néchste Iterierte
2F*1 und erhalten wieder

oM = 2F — V2 (M) TV ().

Das Newton-Verfahren ist von der Bauart des allgemeinen Abstiegsverfahrens (Al-
gorithmus 4.4), wobei die Suchrichtung durch die Losung des linearen Gleichungs-
systems

Vi f(a*)d" = =V f(a*)
und die feste Schrittlange durch ¢, = 1 gegeben sind:

Algorithmus 7.1 (Lokales Newton-Verfahren)

: Wahle 2 € R™ und € > 0 und setze k := 0
while ||V f(z")|| > € do

Lose V2f(z%) d* .= —V f ()

Setze "1 i=2F +d* und k =k + 1
end while

Wir kénnen nun einen lokalen Konvergenzsatz formulieren:
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BAIZIA2 (Lokaler Konvergenzsatz fiir Newton-Verfahren)
Es sei 2* € R" ein stationiirer Punkt und V?f(z*) regulir. Dann existiert eine
Umgebung U(z*) von z*, sodass fiir jedes z° € U(x*) gilt:

(a) Das lokale Newton-Verfahren ist wohldefiniert und erzeugt eine Folge {z*},
die gegen z* konvergiert.
(b) Die Konvergenzrate ist g-superlinear.

(c) Ist V2 f stetig diff.bar in U(z*), so ist die Konvergenzrate g-quadratisch.

Beachte: Das vereinfache Newton-Verfahren, bei dem statt V f(z*) die feste Matrix
V2f(z°) bei der Schrittberechnung verwendet wird, konvergiert linear.

Bemerkung 7.3
Koppelt man das Newton-Verfahren an eine effiziente Schrittweitenstrategie, kann
man globale Konvergenz erreichen.



KAPITEL 2

Nichtlineare beschrinkte Optimierung

§ 8 Einfiihrung
Wir betrachten in diesem Abschnitt das allgemeine nichtlineare Optimierungspro-
blem (vgl. (1.1)), auch NLP (Nonlinear Program) genannt:
Minimiere f(z) iiber z € R"
sodass g;(z) <0, i=1,...,m (8.1)
und hj(z) =0, j=1,...,p.
mit m > 0 und p > 0.

Ziel: Optimalititsbedingungen fiir (8.1), die numerisch iiberpriifbar sind und als
Grundlage fiir Algorithmen dienen kénnen.

Wir nehmen im gesamten Kapitel 2 an, dass f, g und h stetig differenzierbar auf
R" sind. Zur Erinnerung:

X={reR":g(zx)<0 firallei=1,...,m, hj(z)=0 firallej=1,...,p}
(8.2)
heifit zuldssige Menge von (8.1).

Beispiel 8.1 (gleichungsbeschrinktes NLP)

min f(z) =z + x9
unter ¢;(r) = a5 + x5 — 2 =0, (8.3)

dh. X = {(z1,22) € R? : 22 + 23 — 2 = 0}.

Man berechnet V f(z) = (1,1)T, Ve, (z) = (211, 225)7, Visualisierung:

."/f v II| Tai |

17
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Man sieht hier, dass in einem Punkt z* immer Abstiegsrichtungen moglich sind,
aufler wenn V[ und Ve; parallel sind, d.h. wenn es ein A\* gibt mit Vf(z*) =
NV (z%).

Dies ist also eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum von (8.3).

Beispiel 8.2 (ungleichungsbeschrinktes NLP)

min f(z) =z + 29
unter ¢;(7) = 2 — (2] + 23) > 0, (8.4)

Man berechnet wieder V f(z) = (1,1)T, Vey(z) = (=221, —232)T, Visualisierung:

Eine Abstiegsrichtung s im Punkt z* muss die Bedingung (V f(z*), s) = Vf(2*)Ts <
0 erfiillen. Bzgl. der Zuléssigkeit von s gilt in linearer Naherung (Taylor-Entwicklung
1. Ordnung):

0 <ci(z*) + Ve (29)7's (8.5)

Sei nun z* eine optimale Losung von (8.2) und s eine Abstiegsrichtung.
Fallunterscheidung:

a) x* liegt im Inneren der zuldssigen Menge X, dann ldsst sich immer eine
Abstiegsrichtung x mit V f(z*)Ts < 0 finden, falls V f(z*) #£ 0 = Vf(z*) =
0 ist notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum.

b) x* liegt am Rand der zuléissigen Menge X, dann gilt ¢;(z*) = 0 und mit
(8.5) folgt

Ve (2%)'s >0 (8.6)

Zusammen mit V f(z*)Ts < 0 folgt also, dass Ve (z*) und V f(z*) paral-
lel sein und in die gleiche Richtung zeigen miissen, damit keine zuléssige
Abstiegsrichtung existiert (siche folgende Abbildung), d.h.

Vcl(a:*) = )\1Vf($*), )\1 Z 0 (87)
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\/\Any d in this cone is a good search
direction, to first order

Wir fithren nun die sog. Lagrange-Funktion ein, die uns erlauben wird, notwendige
Bedingungen fiir beschrénkte Optimierungsprobleme in bequemer Form zu schreiben
und die obige Fallunterscheidung zusammenzufiihren.

Definition 8.3 (Lagrange-Funktion)
Die Funktion

p
L(z, A, 1) +Zuzgz )+ Y A hy(x)
j=1

= f(@) +pg(@) + A h(z)
heifit die zu (8.1) gehorige Lagrange-Funktion. o

Beachte: Man sagt, die Nebenbedingungen g;(z) < 0 und h;(z) = 0 werden an die
Zielfunktion f(x) ,angekoppelt®.

8§ 9 Notwendige Optimalitidtsbedingungen der nichtlinearen Optimierung

Definition 9.1 (KKT-Bedingungen und -Punkt)

(a) Die Bedingungen

Lo(x,\,p)=0 (9.1a)
h(z) = 0 (9.1b)
p>0, glx) <0, plg(x)=0 (9-1c)

heiflen die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (kurz: KKT-Bedin-
gungen) des Problems (8.1). Dabei ist

Lo(,\p) = +ZuZVgZ +Z)\Vh

=Vf@)+ ¢@) pn+ h’(SC) A
——
Jacobi-Matrix

der Gradient von L(z, A, u) bzgl. z.

(b) Ein Punkt (2*, \*, p*) € R" x R? x R™, der (9.1) erfiillt, heiit ein KKT-
Punkt von (8.1). Die Vektoren \* und p* heien dann Lagrange-Multi-
plikatoren zu den Beschrankungen h(z*) = 0 bzw. g(z*) < 0. o
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Bemerkung 9.2
Sei (xz*, \*, *) ein KKT-Punkt.

(a) Die Komplementaritéitsbedingung (9.1c) ist dquivalent zu
i >0, gi(x*) <0, ulgi(z*)=0 firallei=1,...,m,

d.h., mindestens eine der Zahlen pf und g;(z*) ist gleich null. Insbesonde-
re gehort also zu einer inaktiven Beschrinkung g¢;(z*) < 0 ein Lagrange-
Multiplikator p = 0.

(b) Die Bedingung (9.1a) besagt gerade, dass
m p
—Vf(a®) =Y @ Vgi(a*) + > N Vhy(a®)
i=1 j=1

gilt mit Skalaren pf > 0 und p = 0 fiir i € Z(z*) wegen (9.1¢). Auflerdem
sichern (9.1b) und (9.1c) die Zulédssigkeit g(z*) < 0 und h(z*) = 0.

(¢) Durch die KKT-Bedingungen wird die Optimierungsaufgabe (8.1) in ein
nichtlineares Gleichungs- und Ungleichungssystem (9.1) transformiert, das
als Basis fiir numerische Verfahren dienen kann.

(d) Man nennt die KKT-Bedingungen auch notwendige Bedingungen 1. Ord-
nung, da sie (nur) erste Ableitungen von f, g und h verwenden.

§ 9.1 Optimalitidtsbedingungen unter LICQ

Definition 9.3 (LICQ)

Sei xo zuldssiger Punkt des Optimierungsproblems (8.1) und A(zy) die Menge der
aktiven Indizes, d.h. die Indizes derjenigen Ungleichungen g;(x) < 0, fiir die in z* die
Gleichheit g;(z) = 0 erfiillt ist. Man sagt: x¢ erfiillt die Regularititsbedingungen
der linearen Unabhingigkeit (kurz: LICQ, Linear Inequality Constraint Qua-
lification), wenn gilt: Die Gradienten {Vh;(zo)};=1 U {Vgi(20) }icAz,) sind linear
unabhéngig. o

BalZ20% (KKT-Bedingungen unter LICQ)
Es sei 2* ein lokales Optimum von (8.1), das die LICQ erfiillt. Dann existieren

eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren \* € RP und p* € R™, so dass
(*, A*, 1*) ein KKT-Punkt von (8.1) ist.

§ 10 Numerische Methoden fiir beschrinkte nichtlineare Optimierungs-
probleme

Numerische Methoden setzen die in Kapitel 1 vorgestellten Methoden zur Berech-
nung lokaler Minima ein, indem sie das nichtlineare Gleichungssystem der KKT-
Bedingungen (9.1a - 9.1¢) losen. Das Einfithren der Lagrange-Funktion hat also
den Sinn, ein beschrinktes Optimierungsproblem fiir eine Zielfunktion in ein un-
beschrénktes fiir die Lagrange-Funktion zu iiberfiithren, indem die Beschréinkungen
iiber Lagrange-Multiplikatoren “angekoppelt” werden.
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